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В этой Лекции вначале повторяются и более подробно из-
лагаются сведения из Лекций 20.2 и 20.3 по теории экраниро-
вания и линейного отклика.

20.1 Спектр квазичастиц в приближении Хартри-
Фока

/Этот раздел был упущен в Лекции 20.3 и он далее понадо-
бится./

С помощью приближения HF можно найти свойства квази-
частиц. Для этого используем основное уравнение для энергии
HF (Лекция 20.3) и дифференцируем его для определения па-
раметров теории Ландау

εHF
pσ =

∂EHF
0

∂npσ
= ε(0)pσ +

∑
p′σ′

n
(0)
p′σ′V0 −

∑
p′σ′

n
(0)
p′σ′Vp′−pδσσ′ (20.1)

fHF
pσ,p′σ′ =

∂2EHF
0

∂npσ∂np′σ′
= V0 − Vp′−pδσσ′ (20.2)

Для примера рассмотрим электронную жидкость, в которой
член V0 = 0. Если квазичастицы находятся на ПФ, то fpp′

зависит только от x = p · p′/p2F . Тогда

fHF
pσ,p′σ′(x) = − 2πe2

p2F (1− x)
δσσ′ = fHF(x) (20.3)

Симметричная и антисимметричная по спину части fHF(x)
равны друг другу (см. (18.23) из Лекции 19.1)

f s
HF(x) = fa

HF(x) =
fHF

2
= − πe2

p2F (1− x)
(20.4)



20.1. Спектр квазичастиц в приближении Хартри-Фока 5

Вспоминая результаты из теории ферми-жидкости (Лекция
19.1-2) с помощью приведенных там формул для fpp′ (18.23),
(18.24), а также рассмотрения теплоемкости, сжимаемости, ско-
рости звука, и спиновой воприимчивости сразу получаем точ-
ные выражения для сжимаемости, спиновой воприимчивости
и удельной теплоемкости в HFA

κ0

κ
=

1 + F s
0

1 + F s
1

3

= 1 +N (0)(0)

∫ +1

−1

dxf s(x)(1− x) (20.5)

χ0
P

χP
=

1 + F a
0

1 + F s
1

3

= 1 +N (0)(0)

∫ +1

−1

dx[fa(x)− xf s(x)](20.6)

C0

C
=

m

m∗ =
1

1 + F s
1

3

= 1−N (0)(0)

∫ +1

−1

dx xf s(x) (20.7)

Добавим, что в первой формуле κ0

κ = s2

s20
, а N (0)(0) - плотность

состояний 3D системы невзаимодействующих частиц с одним
направлением спина:

N (0)(0) =
3

4

N

ε0F
=

pFm

2π2
(20.8)

Используя (20.4) и (20.8) находим из (20.6) и (20.7) линейную
зависимость

s2HF

s20
=

χ0
P

χHF
P

= 1− αrs
π

, (20.9)

тогда как удельная теплоемкость в HFA логарифмически рас-
ходится.

Безразмерная константа α = (4/9π)1/3 для 3D систем, α =
1/
√
2 - для 2D систем.

(В таких терминах kF = 1/αdrsaB, aB-радиус Бора,а εF = 1/α2
dr

2
s Ry).

Расходимость опять обусловлена большим радиусом куло-
новского взаимодействия, что приводит к обращению в нуль
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плотности состояний в приближении HF. Это есть недоста-
ток приближения HF. По той же причине нужно с большой
осторожностью использовать теорию Ландау в случае куло-
новского взаимодействия. Например, коэффициенты F a

0 и F s
0

также логарифмически расходятся, однако в сжимаемость и
восприимчивость входит их комбинация, так что расходимость
не возникает. Это понятно, потому что сжимаемость и воспри-
имчивость следуют прямо из энергии основного состония, в
которой нет расходимости.

Если бы F s
1 действительно расходился, то удельная тепло-

емкость изменялась бы пропорционально T lnT , в противоре-
чии со вторым началом и с экспериментом, который показы-
вает зависимость C ∝ T . Однако, еще Бардин в 1936г. показал
[2], что учет членов более высокого порядка в разложении по
теории возмущений делает взаимодействие квазичастиц экра-
нированным и расходимости снимаются.

Мы увидим в следующих разделах, что самосогласованное
описание электронного газа в первом порядке можно получить
используя приближение RPA.

20.2 Линейный отклик взаимодействующей
электронной жидкости

Функции линейного отклика содержат информацию о физиче-
ских свойствах систем многих тел. Для электронной жидко-
сти, например, функция отклика “плотность–плотность” обес-
печивает основу для понимания различных явлений, таких
как статическое экранирование, эффективное взаимодействие,
коллективные моды, спектры энергетических потерь электро-
нами (неупругое рассеяние электронов) и спектры комбина-
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ционного рассеяния (неупругое рассеяние фотонов). Функция
отклика спин-спин несет соответствующую информацию для
спина.

Как мы видели, приближение HF описывает каждый элек-
трон как независимый; частица движется в самосогласован-
ном поле, создаваемом всеми остальными электронами. В этом
приближении нет корреляции между этим самосогласованным
полем и мгновенным положением электрона.

Однако, в реальности, когда электрон движется, он воз-
действует на окружающие электроны, вызывая коллективное
возмущение, которое в конечном итоге отражается на его соб-
ственном движении. Для изучения этих эффектов необходимо,
прежде всего, узнать, как электронная жидкость как целое ре-
агирует на возмущения, вызванные зарядом, спином и током
одного электрона.

Теория линейного отклика обеспечивает естественную ос-
нову для описания. Строго говоря, линейные функции откли-
ка описывают поправки к плотности электронов, спина или
тока в ответ на управляемые извне поля. Однако, теорию ли-
нейного отклика можно обобщить и на случай описания са-
мосогласованной подстройки электронной плотности к внут-
ренним полям, создаваемым электронами внутри систем. Эта
идея обеспечивает физическую основу зависящей от времени
теории среднего поля.

Есть два разных, но тесно связанных подхода к проблеме
вычисления функций линейного отклика взаимодействующей
системы многих тел. Первый из них основан на представление
о том, что эффекты многих тел могут быть в принципе точ-
но описаны в терминах эффективного локального потенциала,
действующего на каждую частицу независимо. Это будет ос-
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новной темой рассмотрения вначале. Второй подход основан
на разложении в ряд по теории возмущений для функции от-
клика. В простейшем варианте мы его будем рассматривать,
но в терминах диаграммной техники этот подход выходит за
рамки нашего рассмотрения.

Наиболее известным и наиболее успешным приближением
первого класса является зависящее от времени приближение
Хартри, которое широко известно (по историческим причи-
нам) как приближение случайных фаз (RPA). В этой теории
предполагается, что электроны реагируют на внешнее поле
плюс зависящий от времени потенциал Хартри. Чтобы понять
простыми словами физику лежащую в основе RPA, полезно
сначала вернуться к простому упражнению, для невзаимо-
действующей системы, обобщив его затем на случай взаимо-
действующих электронов. Проблема расчета функции откли-
ка плотность-плотность также может быть выполнена в этом
случае простым способом, используя понятие жесткости.

В качестве введения, на первом шаге рассмотрим систему в
основном состоянии. По определению, если среднее значение
физической величины ⟨B⟩ отклоняется от своего значения в
основном состоянии на величину b, то зависимость внутренней
энергии от этого параметра будет иметь квадратичный вид
(понятно, что линейного члена быть не может при отклонении
энергии от равновесия):

E(b) ≈ E0 +
αb

2
b2 (20.10)

где E0 -энергия основного состояния, а αb = ∂2E(b)/∂b2|b = 0
- мера жесткости. Приложим теперь к системе внешнее поле,
линейно связанное с величиной b, и такое что энергия связи
равна ϵb, где ϵ - положительна и может быть сделана произ-
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вольно малой. В этом случае энергия принимает вид

Eϵ(b) ≈ E0 +
αb

2
b2 + ϵb. (20.11)

Минимизация Eϵ(b) дает равновесное значение b = −ϵ/αb и
равновесное значение энергии

Eϵ(b)eq ≈ E0 −
ϵ2

2αb
. (20.12)

Физическая ситуация вполне ясна: линейная связь с внеш-
ним возмущением приводит к новому основному состоянию с
меньшей полной энергией, в котором среднее значение b от-
клоняется от своего первоначального значения на величину,
прямо пропорциональную силе связи (линейный отклик) и об-
ратно пропорциональна соответствующей жесткости αb. Отно-
шение beq к силе связи ϵ, в пределе ϵ → 0 хорошо определено
и позволяет определить линейную функцию отклика χbb

(причина двойного индекса станет ясна в дальнейшем),

χbb = lim
ϵ→0

beq
ϵ

= − 1

αb
(20.13)

Это отношение показывает простую связь между χbb и жест-
костью αb. В в то же время изменение внутренней энергии (т.
е. энергии жесткости) также может быть выражено в общем
виде как

δE = −
b2eq
2χbb

(20.14)

Эта взаимосвязь весьма важна. Данный сценарий является
общим для всех задач с линейным откликом. Чтобы проил-
люстрировать это, мы обсудим ниже случай невзаимодейству-
ющего электронного газа в однородном основном состоянии.
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Будем его возмущать внешним скалярным электрическим по-
тенциалом - зонд, который напрямую связан с электронной
плотностью.

В качестве второго шага упражнения расмотрим статиче-
ский внешний потенциал, связанный с гармоническим элек-
трическим полем:

⟨V ⟩ = ϵ
N∑
i=1

cosq · ri, (20.15)

где вектор q задает направление поля и длину волны возму-
щения. Величина

⟨
N∑
i=1

cos(q · ri)⟩ =
1

2
(nq + n−q) ,

где nq - среднее значение Фурье-компоненты плотности элек-
тронов на волновом векторе q - играет роль величины b в
предыдущем примере (шаг 1).

Мы вычислим реакцию электронной плотности на это воз-
мущение. В этом простом случае среднюю электронную плот-
ность можно получить непосредственно из выражения для од-
ночастичных волновых функций ϕk(r) по формуле (см. Упраж-
нение 2)

n(r) =
∑

|k|≤kF , σ

|ϕk(r)|2 (20.16)

Здесь функции ϕk(r) нужно вычислять в присутствии возму-
щения. В линейном порядке по ϵ

ϕk(r) = ϕ
(0)
k (r) + δϕk(r) (20.17)

где ϕ
(0)
k (r) = eikr/

√
Ld - невозмущенная волновая функция и

δϕk(r) можно получить в первом порядке по теории возмуще-
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ний.
Задача: выписать δϕk(r)

Поскольку нас интересует только линейный отклик, то вы-
ражение для электронной плотности перепишем так

n(r) = n(0) + 2Re
∑

|k|≤kF , σ

ϕ
(0)
k (r)δϕ∗

k(r) +O(ϵ2) (20.18)

где n(0) - значение невозмущенной плотности. Из вида )δϕ∗
k(r)

(задача выше) ясно, что в линейном порядке по возмущению
отклонения электронной плотности от n(0) есть

n1(r) = ϵ

 2

Ld

∑
|k|≤kF , σ

1

εk − εk+q

 cos(q · r) (20.19)

Отсюда получаем невозмущенное значение b:

beq =
1

2
(nq + n−q) = ϵ

∑
|k|≤kF , σ

1

εk − εk+q
(20.20)

Отсюда получаем функцию отклика χbb по определению как
отношение beq к ϵ

χbb = lim
ϵ→0

beq
ϵ

=
∑

|k|≤kF , σ

1

εk − εk+q
(20.21)

Это позволяет выразить индуцированную плотность как

n1(r) = ϵ
2χbb

Ld
cos(q · r) (20.22)

Ясно, что в рассмотренном невзаимодействующем случае
функция χnn(q) = 2χbb/L

d характеризует способность систе-
мы поляризоваться вследствие приложения возмущения, свя-
занного с электронной плотностью. В общем случае в одно-
родной системе χnn(q) связывает Фурье-компоненты внешне-
го поля и индуцированную линейную модуляцию плотности
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посредством отношения nq ≡ χnn(q)ϵL
d/2.

По этой причине χnn называют функцией отклика плотность-
плотность.

Поупражняемся еще и теперь свяжем функцию отклика
χbb с жесткостью энергии по отношению к модуляции плот-
ности рассматриваемой системы. Очевидно, что для невзаи-
модействующего электронного газа единственным источником
“сопротивления” такому возмущению является кинетическая
энергия. Это довольно простое и поучительное упражнение
(Упражнение 1), показать, что в этой ситуации (положи-
тельное) изменение кинетической энергии во втором порядке
по ϵ определяется выражением:

δT = −ϵ2

2

∑
|k|≤kF , σ

1

εk − εk+q
(20.23)

Обратите внимание, что теперь знак изменении кинэнергии
противоположен знаку изменения полной энергии основного
состояния. Используя (20.20) и (20.21) запишем этот результат
в виде

δT = −
b2eq
2χbb

. (20.24)

Сравнивая с (20.14) видим, что действительно, χbb связано с
энергией жесткости уравнением (20.13).

Это рассмотрение можно продолжить и распространить на
нестационарные возмущения, зависящие от времени. Рассмот-
рим линейный отклик невзаимодействующего электронного га-
за на простое квазипериодическое возмущение

⟨V (t)⟩ = ϵ cos(ωt)eηt
N∑
i=1

cos(qi · ri) (20.25)
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Здесь введена бесконечно малая величина η просто для то-
го, чтобы система стартовала с невозмущенного состояния при
t = −∞. Анализ идейно повторяется, но нужно использовать
теорию возмущений зависящих от времени. Ответ будет таков:

n1(r, t) = ϵ [Reχnn(q, ω) cos(ωt) + Imχnn(q, ω) sin(ωt))] cos(q · r)
(20.26)

Таким образом, возмущение, зависящее от времени, приводит
к синфазному и несовпадающей по фазе на 90◦ компоненте от-
клика. В то время как синфазная компонента является просто
обобщением зависящей от времени функции отклика уравне-
ния (20.21), т. е. описывает явление динамической поляриза-
ции, что противофазная составляющая связана с поглощением
энергии и, следовательно, описывает рассеяние.

20.2.1 Диэлектрическая проницаемость и функция ре-
акции плотность-плотность

В общем случае отклик электронной системы должен описы-
ваться тензором, в котором для изотропной системы остают-
ся лишь две независимые компоненты: продольная и попереч-
ная. Ниже мы продолжим рассмотрение продольной реакции.
Пусть в систему внесен внешний заряд eρe(r, t).

Мы это уже рассматривали в Лекции 20.2 в разделе про
макроскопическое описание диэлектрической реакции на элек-
трическое поле (в разделе про уравнение Ландау-Силина) и
вводили внутреннее электрическое поле D, которое появля-
ется при внесении в электронную систему внешних зарядов
zρe(r, t), создающих внутри системы электрическое поле D

(предполагается, что ионы неподвижны и недеформируемы и
диэлектрическая проницаемость, связанная с зарядами ион-
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ных остовов, равна единице). Реакция электронной системы
находится из соотношений:

iqD(q, ω) = 4πeρe(q, ω)

ε−1(q, ω) = 1− 4πie
⟨ρ(q, ω)⟩
qD(q, ω)

откуда получаем

ε−1(q, ω) = 1 +
⟨ρ(q, ω)⟩
ρe(q, ω)

(20.27)

Умножив и разделив второй член в правой части (20.27) на
Vq = 4πe2/q2 (в трехмерном случае) и вспомнив определение
функции реакции плотность-плотность, получим:

ε−1(q, ω) = 1 +
4πe2

q2
χ(q, ω) (20.28)

По определению, функция реакции плотность-плотность вве-
дена по отношению к внешнему возмущению. На самом деле,
частицы системы должны испытывать возмущение не затра-
вочным, а экранированным потенциалом Vqρe(q, ω)/ε(q, ω). Вве-
дем функцию реакции плотность-плотность на экранирован-
ное поле:

χscr(q, ω) =
⟨ρ(q, ω)⟩

Vqρe(q, ω)/ε(q, ω)
= ε(q, ω)χ(q, ω) (20.29)

Ввиду ограниченности букв в греческом алфавите, мы здесь
ввели ту же самую букву χ, что и обычно используем для спи-
новой восприимчивости. Но эти две величины одновременно не
появляются и надеюсь, что конфузии не будет.

С помощью вновь введенной функции соотношение (20.28)
можно переписать как

ε(q, ω) = 1− 4πe2

q2
χscr(q, ω), (20.30)
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что есть точная копия (19.82) из Лекции 19.5 /Повторим его/

ε(q, ω) = 1− 4πe2

q2
χn(q, ω), (20.31)

если считать, что в длинноволновом пределе χscr(q, ω) описы-
вает функцию реакции плотность-плотность нейтральной си-
стемы с эквивалентной плотностью, с таким же взаимодей-
ствием на расстояниях, больших радиуса экранирования и спек-
тром. В сущности, выражение (20.30) задает путь приближен-
ного вычисления ε(q, ω) для rs < 1. Для этого достаточно
заменить в (20.30) χscr(q, ω) на величину функции реакции
плотность-плотность системы невзаимодействующих ферми-
онов той же массы и плотности χ0(q, ω). Последнюю можно
вычислить следующим образом: сначала находим динамиче-
ский форм –фактор по формуле (19.12) или (19.46) из Лекции
19.5, пренебрегая многопарными возбуждениями и коллектив-
ными модами, а затем вычисляем χ0(q, ω) по формуле (19.45)
из Лекции 19.5. В результате мы получали ответ, известный
как формула Линдхарда:

ε(q, ω) = 1− 4πe2

q2

∑
pσ

2ω0
pqn

0
pq(1− n0

p+qσ)

[(ω − iη)2 − (ω0
pq)

2]
(20.32)

Ну, а в интегральном представлении для функции реакции
χ(q)

χ(q) = −e2
∫

dk

4π3

fk−q/2 − fk+q/2

ℏ2k · q/m
(20.33)

Здесь fk - равновесная фермиевская функция для свободных
электронов с энергией ℏ2k2/2m, т.е.

fk =
2

exp[β(ℏ2k2/2m− µ)] + 1
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Когда волновой вектор мал q ≪ kF , то числитель подинте-
грального выражения можно разложить в точке q = 0:

fk±q/2 = fk ±
ℏ2

2

k · q
m

∂

∂µ
fk +O(q2) (20.34)

Если в этом разложении ограничиться линейным по q слагае-
мым, то получится результат Томаса-Ферми. Однако, когда q
сравнимо с kF , то выражение в теории Линдхрада значитель-
но более сложно. При T = 0 можно получить аналитический
ответ

χ(q) = −e2
(
mkF
ℏ2π2

)[
1

2
+

1− x2

4x
ln

∣∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣∣] (20.35)

где x = q/2kF . Величина в квадратных скобках равна 1 при
x = 0. Она представляет собой линдхардовскую поправку в
результату Томаса-Ферми. При q = 2kF диэлектрическая про-
ницаемость ϵ = 1 − 4πχ(q)/q2 оказывается неаналитической.
Благодаря этому в экранированный потенциал ϕ точечного за-
ряда на больших расстояниях теперь входит член, который
при T = 0 имеет вид

ϕ(r) ∝ 1

r3
cos 2kFr. (20.36)

20.2.2 Линдхардовское экранирование зависящее от
частоты

Если плотность внешнего заряда гармонически зависит от вре-
мени как e−iωt, то диэлектрическая проницаемость будет за-
висеть не только от волнового вектора, но и от частоты ω. В
этом случае нужно использовать нестационарную теорию воз-
мущений. Оказывается, что все изменения по сравнению со
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статическим результатом (20.33) сводятся к добавлению ℏω в
знаменатель подинтегрального выражения. В результате фор-
мула Линдхарда для диэлектрической пооницаемости в неста-
ционарном случае выглядит так

ε(q, ω) = 1 +
4πe2

q2

∫
dk

4π3

fk−q/2 − fk+q/2

ℏ2k · q/m+ ℏω
. (20.37)

Она переходит в формулу Друде в предположении о простран-
ственной однородности возмущения (предел q → 0) при фик-
сированной ω

ϵ(ω) = 1−
ω2
p

ω2
,

где плазменная частота

ω2
p =

4πne2

m
.

Для χq в Лекции 20.2 мы получали поправку в виде множи-
теля к результату Томаса-Ферми. Этот множитель обращается
в 1 при x ≡ q/2kF = 0. При q = 2kF диэлектрическая прони-
цаемость ϵ = 1−4πχ/q2 оказывается неаналитической. Вслед-
ствие этого в экранированный потенциал точечного заряда на
больших расстояниях входит член, который при T = 0 имеет
вид

ϕ(r) ∝ 1

r3
cos(2kFr) (20.38)

После этого повторения прежних результатов передем к но-
вому разделу.

20.2.3 Приближение хаотических фаз (RPA)

Замечательное свойство физической теории (кстати, мы его
неоднократно использовали) - возможность описания явления
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на разных “языках”. Идея состоит в предположении о том, что
можно пренебречь суммой экспонент с хаотически изменяю-
щимися фазами по сравнению с N . Например, в тех случаях,
когда в теорию входил множитель ρk−q часто принималось,
что

ρk−q =
∑
i

ei(q−k)·xi ≈ Nδk,q

Приближение RPA было обоснованое в многочисленных рабо-
тах, которые мы не рассматриваем.

Диэлектрическая проницаемость в RPA

Исходим из ур. (20.30). Если мы в нем в качестве χscr(q, ω)
приближенно используем χ0(q, ω) для невзаимодействующей
электронной жидкости, то получим диэлектрическую функ-
цию в RPA

εRPA(q, ω) = 1−4πe2

q2
χ0(q, ω) = 1−4πe2

q2

∑
pσ

n0
pσ

(
1− n0

p+qσ

)
2ω0

pq

(ω + iη)2 − (ω0
pq)

2

(20.39)
Т.о. в RPA , также как и в теории Ландау-Силина, даль-

нодействующая часть кулоновского взаимодействия рассмат-
ривается как стороннее поляризационное поле. Это делается
для всех длин волн и предполагается, что реакция на экра-
нированное поле, т.е. поляризуемость, соответствует реакции
газа невзаимодействиующих частиц.

Сравнение ϵ(q, ω) в приближении RPA и Хартри-Фока

В последнем случае ϵ(q, ω) получается подстановкой в (20.28)
значения χ0(q, ω) для невзаимодействующей системы
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Повторим вначале ур. (20.28)

(ϵ(q, ω))−1 = 1 +
4πe2

q2
χ(q, ω)

а затем сделаем обещанную подстановку χ0(q, ω):

(ϵHFA(q, ω))
−1 = 1 +

4πe2

q2
χ0(q, ω) (20.40)

Если считать величину χ0(q, ω) малой, то результат в RPA
можно записать так:

1

ϵRPA(q, ω)
=

1

1− (4πe2/q2)χ0(q, ω)
= 1 +

4πe2

q2
χ0(q, ω) +

+

(
4πe2

q2
χ0(q, ω)

)2

+ ... (20.41)

Видно, что первый член соответствует приближению Хартри-
Фока. Если ряд суммируем, то получается сходящийся резуль-
тат. Можно, конечно, привести точный вывод RPA на языке
вторичного квантования, но мы этого делать не будем.

В RPA взаимодействие электронов принимается во внима-
ние только в той степени, в какой оно приводит к образованию
экранированного поля ⟨ρq⟩. Реакция на экранированное поле
характеризуется величиной χ0.

В частности, метод RPA позволяет найти спектр плазмонов
(см Рис.20.4)

ωq ≈ ωp

{
1 +

3

10

(
qv0F
ωp

)2

+ ...

}
(20.42)

Функция отклика плотность-плотность в RPA существенно
отличается от функции Линдхарда. Например, на рис. 20.1 и



20 Оглавление

Рис. 20.1: Поведение трехмерной функции отклика статической плотно-
сти в RPA для 3D электронного газа (сплошная линия). Короткая штри-
ховая линия - функция Линдхарда (невзаимодействующий газ). Длинная
штриховая линия показывает влияние поправки локального поля, за пре-
делами RPA, в согласии с расчетами Монте-Карло

20.2 полная линия представляет поведение χRPA
nn (q, 0) в стати-

ческом пределе, соответственно в 3D и 2D измерениях. Раз-
ница с функцией Линдхарда особенно заметна в пределе ма-
лых значений q, когда расходящаяся диэлектрическая функ-
ция приводит к обращению χRPA

nn (q, 0) в нуль ∝ qd в размерно-
сти d. На обоих рисунках кривые короткими штрихами пред-
ставляют собой точный результат, полученный с помощью чис-
ленной интерполяции соответствующих многочастичных эф-
фектов локального поля, вычисленных методами QMC. Это
есть улучшение по сравнению с RPA.

20.2.4 Статическое диэлектрическое экранирование

Поместим примесь с зарядом −e в начало координат в элек-
тронном газе и рассмотрим ее экранирование. Из рассмотре-
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Рис. 20.2: То же самое как и на Рис.20.1, но для 2D электронного газа.

ния функции диэлектрической реакции на внешнее поле мы
находим, что индуцированные флуктуации плотноcти в элек-
тронной системе описываются

⟨ρ(q, 0)⟩ = − 1

ϵ(q, 0)
+ 1 (20.43)

Изменение плотности электронного газа в точке r вызванное
примесью, равно

δρ(r) =
∑
q

⟨ρ(q, 0)⟩eiq·r = 1

2π2

∫ ∞

0

dq q
sinqr

r

{
ϵ(q, 0)− 1

ϵ(q, 0)

}
(20.44)

Для простоты, вычислим δρ в приближении Томаса-Ферми, в
котором для ϵ(q, 0) справедливо

lim
q→0

ϵ(q, 0) = 1 +
q2TF
q2
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Рис. 20.3: Зависимость плотности экранированного заряда от расстоя-
ния до примеси в случае rs = 3. Вычисления в приближениях: (1) RPA,
(2)Хаббарда и (3)Томаса-Ферми

Тогда

δρTF(r) =
q2TF
4πr

e−qTFr (20.45)

Этот результат нефизично расходится при малых роасстояни-
ях от примеси. Однако это и неудивительно, т.к. приближение
Томаса-Ферми нельзя использовать при больших значениях q.
Теория Ландау здесь также не улучшает дело. Если применить
RPA, то из формулы Линдхарда для ω = 0 получается

ϵRPA(q, 0) = 1 +
q2TF
q2

{
1

2
+

pF
2q

(
1− q2

4p2F

)
ln

(
q + 2pF
q − 2pF

)}
(20.46)

Подставив (20.46) в (20.44) мы приходим к сложному интегра-
лу и его приходится вычислять приближенно.

Видно, что на малых расстояниях экранирование в прибли-
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жениях RPA и Томаса-Ферми сильно различно. В RPA экраи-
нирующая плотность конечна всюду и осциллирует при удал-
дении от примеси. Осцилляции еще раньше получил и Фри-
дель.

Чтобы понять происхождение осцилляций заметим, что при
q = 2kF функция ϵRPA(q, 0) конечна и непрерывна, но ее про-
изводная логарифмически расходится.(

∂ϵ(q, 0)

∂q

)
q=2pF

= ∞ (20.47)

Вследствие этой сингулярности при больших r для δρ(r)
имеем

δρRPA(r)

p3F
= − 2ξ

π(4 + ξ)2
cos 2pFr

(pFr)3
(20.48)

Здесь безразмерная величина

ξ =
e2pF
πϵ0F

=
2αrs
π

≈ 0.33rs. (20.49)

Природа сингулярности при q = 2kF проста. При q < 2kF
электрон можно перевести с одного участка ПФ на другой.
Спектр возбуждений электронно-дырочных пар начинается от
0 по энергии (см. Рис. 20.4). При q > 2kF для возбуждения
электрона ему нужно сообщить некоторую энергию и спектр
электронов начинается с конечного значения энергии. Эта син-
гулярность есть свойство вклада однопарных возбуждений в
функцию экранирования диэлектрической реакции. Более то-
го, при низких частотах можно пренебречь многопарными воз-
буждениями. Т.о. осцилляции являются точным микроскопи-
ческим свойством нормальной электронной жидкости. Они про-
исходят из наличия четко определенной ферми-поверхности
(звон).
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20.3 Плазменные колебания и парные воз-
буждения в приближении RPA

В отсутствии затухания частота плазменных колебаний нахо-
дится из дисперсионного уравнения

ϵ(q, ωq) = 0 (20.50)

При вычислении ωq можно в диэлектрической функции RPA
(20.39) не учитывать ограничения из принципа Паули. Тогда
дисперсионное уравнение сводится к виду

1 =
4πe2

m

∑
p<pF

1

(ωq − q · p/m)2 − q4/4m2
(20.51)

Отсюда можно найти энергию плазмонов

ωq ≈

{
1 +

3

10

(
qv0F
ωp

)2

+ ...

}
. (20.52)

При увеличении q энергия плазмонов возрастает доволь-
но медленно, а максимальная энергия электронно-дырочной
пары qv0F + q2/2m увеличивается гораздо быстрее. При неко-
тором критическом значении qc впервые станет возможным
распад плазмона на электронно-дырочную пару. На Рис. 20.4
приведен спектр плазмонов и парных возбуждений в RPA для
типичного металла Na с rs = 4. Найдем это критическое зна-
чение qc. Для этого решим уравнения

ϵ(q, ωqc
) = 0

ωqc
= qcv

0
F +

q2c
2m

(20.53)
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Рис. 20.4: Спектр флуктуаций плотности, вычисленный в RPA для элек-
тронной жидкости при rs = 4. Парным возбуждениям соответствует за-
штрихованная область.

20.4 Энергия основного состояния в RPA

В приближении Хартри-Фока учитываются лишь кинематиче-
ские корреляции частиц, связанные с принципом Паули. Ди-
намические корреляции, возникающие из-за того, что у элек-
тронов есть заряд, учитываются в более точном приближении,
например RPA.

Корреляции, обусловленные зарядом, должны препятство-
вать сближению электронов. Это приводит к дополнительному
уменьшению энергии системы. Поэтому корреляционная энер-
гия отрицательна. Корреляции более важны для электронов
с антипараллельными спинами, но их относительное движе-
ние в приближении HF совсем не скоррелировано. Их умеют
вычислять в вариационном методе численным способом. Из
численных расчетов Вигнера возникает интерполяционная за-
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висимость
Ecor = − 0.88

rs + 7.8
Ry (20.54)

Вычисление энергии основного состояния в рамках RPA
сводится к вычислению энергии взаимодействия ERPA(q) для
данного переданного импульса q и последующего интегриро-
вания по импульсам. Запишем ERPA(q) в явном виде

ERPA
int (q) = −2πe2

q2

[
N +

1

π

∫ ∞

0

dω ImχRPA(q, ω)

]
(20.55)

где

χRPA =
χ0

1− (4πe2/q2)χ0
(20.56)

При интегрировании используют аналитические свойства χ(q, ω)∫ ∞

0

ImχRPA(q, ω) =
1

2

∫ ∞

−∞
dω χRPA(q, iw) (20.57)

Тогда энергия основного состояния

ERPA =
3

5
ε0F +

+
∑
q

{
−2πe2

q2
+

1

4πN

∫ ∞

−∞
dw

χ0(q, iw)

1− (4πα/q2)χ0(q, iw)

}
(20.58)

Этот результат согласуется с энергией в RPA вычисленной
Гелл-Маном и Бракнером. Структура их результата, получен-
ного по теории возмущений суммированием фейнмановских
диаграмм, такова

a ln rs + b+ crs + ... (20.59)

где константы a и b вычислены в пределе большой плотности
(rs ≪ 1):

ERPA =

(
2.21

r2s
− 0.916

rs
+ 0.622 ln rs − 0.142

)
Ry (20.60)
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Рис. 20.5: Парная функция распределения, вычисленная в RPA.

Похожие результаты впоследствии были получены и другими
способами, напр. разложением по теории возмущений.

20.4.1 Парная функция распределения

(см. Приложение 1)
Из Рис. 20.5 видно, что есть заметные корреляции между

электронами с антипараллельными спинами, причем корре-
ляции растут при уменьшении плотности (росте rs). Так, при
rs = 0.1 значения g(r) полученные в RPA и HF мало отлича-
ются, а при rs = 1 отклонения значительны.

В обоих приближениях электроны с параллельными спина-
ми значительно больше сторонятся друг друга, чем с антипа-
раллельными. Другими словами, кинетические (связанные со
спином) корреляции более важны чем динамические (связан-
ные с зарядом). При rs = 2 вычисленная gRPA становится от-
рицательной, что нефизично и указывает на неприменимость
RPA в этой области rs.



28 Оглавление

20.5 Свойства квазичастиц в приближении
RPA

Вычисленную в теории RPA энергию основного состояния E
(0)
RPA

можно продифференцировать по np и np′ и получить fRPA
pp′ . За-

тем, используя исходные формулы теории ферми-жидкости,
можно получить характристика квазичастиц. Вместо этого чест-
ного пути, воспользуемся приближенным выражением [1]

fpσ,p′σ′ = − 4πe2

|p− p′|2 + q2TF
δσσ′ (20.61)

Из (20.61) имеем

f s(x) = fa(x) = −πe2

p2F

1

1− x+ 2αrs/π
(20.62)

Подставляя (20.62) в (20.6) и (20.7) получаем

C

C0
=

m∗

m
≈ 1

1 + (αrs/2π)[ln(π/α rs)− 2]
(20.63)

Подставдяя (20.62) в (20.6) и (20.7) находим сжимаемость
(или скорость звука) и спиновую восприимчивость:

κ0

κ
=

s2

s20
=

χ0
P

χP
= 1− αrs

π
− α2r2s

π2
ln rs + ... (20.64)

Нот этот результат фактически соответствует результату в
приближении HF. Если например вычислить сжимаемость без
упрощения (??), то получаем

κ0

κRPA
=

s2RPA
s20

= 1− αrs
π

− α2r2s
π2

(1− ln 2) ln rs (20.65)



20.5. Свойства квазичастиц в приближении RPA 29

Вот этот коэффициент (1−ln 2) появляется в RPA в отличие
от HFA. Подобное вычисление RPA для спиновой восприимчи-
вости дает

χ0
P

χRPA
P

= 1− αrs
π

− α2r2s
2π2

ln rs + ... (20.66)

Уместно напомнить соотношения из макроскопической тео-
рии Ландау

C

C0
=

m∗

m
=

mb

m

(
1 +

F s
1

3

)
(20.67)

χP

χ0
P

=
mc

m

(
1 + F s

1 /3

1 + F a
0

)
(20.68)

Здесь C0 и χ0
P - удельная теплоемкость и спиновая восприим-

чивость невзаимодействующего электронного газа, а m∗ - тер-
модинамическая (“тепловая”) эффективная масса, определяе-
мая из энтропии или теплоемкости, mb - голая зонная масса,
которую можно выразить через поток, переносимый квазича-
стицей

jp =
p

mb
(20.69)

Время жизни возбужденных квазичастиц

Если квазичастица находится вне ПФ, то она будет рассеи-
ваться на квазичастицах, нахрдящихся внутри ПФ, посколь-
ку такой процесс ведет к уменьшению энергии. То же самонй
происходит и с дырками. Конечное время жизни определяется
мнимой частью собственной энергии квазичастицы.

Физсмысл RPA состоит в рассмотрении электрона, окру-
женного поляризационным облаком. В процессе рассеяния элек-
трон с импульсом p (p > pF ) переходит в некоторое другое
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состояние p+ q, отдичающееся по энергии на величину

−ω0
pq = ε0p − ε0p+q

При этом имеет место жинамическое экранирование, умень-
шающее взаимодействие в ϵ(−q,−ω0

pq) раз. Далее нужно рас-
смотреть все возможные процессы рассеяния и вычислить τ−1

используя теорию возмущений второго порядка.
В результате мы получаем в пределе большой плотности

(rs < 1)
1

τ
≈ π2

√
3

128
ωp

(
ε0p − µ0

µ0

)2

(20.70)

Это выражение для времени жизни квазичастицы справедли-
во, когда она находится вблизи ПФ. - - - - - - - - - - - - - - - - - -
- - - - - - - - - - - - - - - - - -
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Приложение 1
Это повтор из Лекции 1 “Введение в конденсированное состо-
яние” для 3го курса.

20.6 Корреляционные функции в жидкости

Рассмотрим систему из N идентичных частиц. Пусть rj (j =
1, 2, ...N) обозначает положения этих частиц. Тогда плотность
числа частиц в точке r дается

n(1)(r) = ⟨n(r)⟩ где n(r) =
N∑
j=1

δ(rj − r), (20.71)

где ⟨⟩ означает усреднение (это может быть, например, квантово-
механическое ожидаемое значение, среднее по времени или по
ансамблю). n(1)(r) это одночастичная плотность. Аналогично,
“двухчастичная плотность”

n(2)(r,r′) = ⟨
∑
j ̸=k

δ(rj − r)δ(rk − r′)⟩,

описывает корреляцию в плотности при r и r′.
Запишем n(2)(r, r′) в ином виде:

n(2)(r,r′) = n(1)(r)n(1)(r′)g(r, r′-r),

и назовем g(r, r′ − r) - парная функция распределения. Для
изотропной жидкости или газа ⟨n⟩ = n(1)(r) с хорощей точ-
ностью постоянная, кроме как вблизи стенок, поэтому можно
записать

n(2)(r,r′) = ⟨n⟩2g(R), R = |r′ − r|.
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Здесь введена g(R) - радиальная функция распределения.
Рентгеновская дифракция дает информацию о статическом

распределении молекул. Рассеяние нейтронов дает информа-
цию о динамических корреляциях между молекулами. Рент-
геновское рассеяние зависит также от устройства самих моле-
кул, поэтому для простоты лучше рассматривать жидости из
простых молекул, однородные и равновесные.

Рис. 20.6: Типичная зависимость радиальной функции распределения
от расстояния

Рентгеновское рассеяние чувствительно только к радиаль-
ной функции распределения g(R), которая связана с функцией
распределения пар n(2)(r, r′) так что

n(2)(r) = n2g(R),

где n - плотность.
Функция распределения пар n(2)(r) представляет собой ве-

роятность нахождения двух молекул на относительном рас-
стоянии r. Для однородной и изотропной системы эта вероят-
ность зависит только от величины r и приближается к n2 при
r → ∞. Следовательно, асимптотика g(r) такова: g(r) → 1,
(r → ∞).



20.6. Корреляционные функции в жидкости 33

Рис. 20.7: Радиальная функция распределения для трех жидкостей при
малых r. Сплошная кривая - жидкий 4He при 2К; пунктирная кривая -
Ne при 35К; штрих-пунктирная кривая - Ar при 163К.

Отклонения g(r) от 1 описывают межмолекулярные корре-
ляции. Для данного расстояния r число молекул в сфериче-
ской оболочке толщиной dr и радиусом r равно

ng(r)4πr2dr.

Как любая статистическая величина, парная функция рас-
пределения должна быть нормализована:

V

∫
n(2)(r)dr = N(N − 1),

где V - объем жидкости и N -число молекул в ней. Если
число молекул флуктуирует, то надо брать средние значения
⟨N(N − 1)⟩.
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20.7 Задачи к Лекции 20-4

1. Кинетическая жесткость.
Используя статическую теорию возмущений во втором поряд-
ке вывести выражение (20.23) для увеличения кинетической
энергии невзаимодействующего электронного газа при нали-
чии статического периодического потенциала (20.15).

2. Зависящий от времени отклик первого порядка в
плотности.
Вывести линейный отклик плотности /формула (20.26)/ из
нестационарной теории возмущений в первом порядке.

3. Низкочастотная проводимость изоляторов.
Используйте основополагающие соотношения классического элек-
тромагнетизма в макроскопических средах, чтобы доказать,
что динамическая проводимость изотропного изоляционного
материала должна исчезать в нуль как σ(ω) ∼ 4πiωϵ, при
ω → 0, где ϵ – статическая диэлектрическая проницаемость
вещества.
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