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Лекция. 
«Перенос заряда квантовыми и классическими 

электронами. Когерентность электронных 
волн, размерность пространства»

В.М. Пудалов
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Диффузионный транспорт. Теория Друде (1900)

Квантовая теория не существовала в 1900г.!  
Друде трактовал электроны как заряженный газ, движущийся 
диффузно согласно Больцмановской кин. теории (статистика 
Максвелла-Больцмана)

Скорость случайного движения электронов:
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Диффузионный транспорт

Классический подход Друде

Определение:  
λF, li , l << L Диффузионный классический
λF, l << L, li , Диффузионный квантовый

Электроны движутся изотропно со средней скоростью 〈v〉. 
〈v〉 = 0  при E = 0
Если E ≠ 0, то  на электроны действует сила eE и тогда

Это формула Друде – чисто классическая; в ней нет ничего квантового.
Она правильная, несмотря на 2 ошибочных предположения !

= neµ
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l- длина пробега (релаксация импульса)
li – длина релаксации энергии



Диффузионный транспорт заряда. Оценки

Оценим τ и l: 

t
SvneI d )( ⋅

=

n = концентрация электронов
e - их заряд
S ⋅ vd – объем, проходящий за 
время t =1с через сечение S

Пусть ток I =1А течет через сечение S=1мм2, n=1023см-3 (медь).
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Оценка Друде 
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= В системе СИ: 
𝜎𝜎 для Cu(𝑇𝑇=300𝐾𝐾)=6∙107(Ωм)−1 , 𝑛𝑛≈1029м−3

Получаем 𝜏𝜏(𝑇𝑇=300𝐾𝐾)~3⋅10−15с. 
Это время упругих столкновений
<l> =v⋅𝜏𝜏 = 3⋅10-8cm=3Ǻ ~ a0

Поэтому Друде считал, что 
электроны рассеиваются 
на каждом атоме! 5



Диффузионный транспорт заряда. Оценки

Оценим τ и l: 

t
)( SvneI d ⋅=

n = концентрация электронов
e - их заряд
S ⋅ vd – объем, проходящий за 
t=1с через сечение S

Пусть ток I=1А течет через сечение S=1мм2, n=1023см-3 (медь).
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(Оценка Друде
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= В системе СИ: 
𝜎𝜎 для Cu(𝑇𝑇=300𝐾𝐾)=6∙107(Ωм)−1 , 𝑛𝑛≈1029м−3

Получаем 𝜏𝜏(𝑇𝑇=300𝐾𝐾)~3⋅10−15с. 
Это время упругих столкновений
<l> =v⋅𝜏𝜏 = 3⋅10-8=3Ǻ

На самом деле, как мы 
увидим, v =108см/с , 
l=30Ǻ>> a0! 6



Диффузионный транспорт тепла (энергии).  
Теплопроводность в модели Друде
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Друде неправильно считал C=3nekB (ошибка в 100 раз) 
и v =[(3kBT)/2m]1/2 – ошибка на порядок при Тком

dx
dTQ κ−=T1 T2

dx
dTCv

dx
dT

dT
dEvnvxExEvnQ e

eeee ⋅−=





−=+−⋅= τττ 22)]()([

Cve ⋅= τκ 2

3
1

после усреднения по углам

не зависит от τ !
Видеман-Франц

Загадка: Милликен измерил e/m только в 1909. 
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Диффузионный транспорт тепла (энергии).  
Теплопроводность в модели Друде
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Модель Друде настолько простая и наглядная, что многие думают, 
что она правильна. Как мы поняли, она неправильная. 
В частности v≠v(T),  v=const, а C ≠ const, C ∝ T. 
Поэтому согласие с экспериментом - случайное



Квантовая теория Зоммерфельда  и Бете (1933)
Электроны - волны. 

Ψ0(x)=cos(ωt + kx)= cos(t⋅E/ħ + kx)
t-зависимость нас не интересует: Ψ0(x)=cos(kx)

Свободные электроны:

Волновая функция электронов в металле похожа на Ψ0(x), но она слегка 
модулирована периодическим потенциалом решетки. 
(Пока пренебрегаем этим)
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Классическая, квазиклассическая и квантовая физика
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Квантовая теория Зоммерфельда  и Бете (1928-33)
Электроны - волны. 

Ψ0(x)=cos(ωt + kx)= cos(t⋅E/h + kx)
t-зависимость нас не интересует: Ψ0(x)=cos(kx)

Свободные электроны:

Волновая функция электронов в металле похожа на Ψ0(x), но она слегка 
модулирована периодическим потенциалом решетки. (Зоммерфельд этого 
не знал).

Наложим периодические гран. условия
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Электронная теплоемкость

Не удается отобразить рисунок.

Вероятность заполнения состояний

Гораздо меньше чем 3nkB !
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Транспорт заряда в теории Зоммерфельда (Квазиклассика)

Рассмотрим, для определенности 2D систему. 

Из периодичности решетки

Подставим все это 
в ф-лу Друде:
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h
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Транспорт заряда в теории Зоммерфельда (Квазиклассика)

Рассмотрим, для определенности 2D систему. 

Из периодичности решетки

Подставим все это 
в ф-лу Друде:
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Транспорт заряда в теории Зоммерфельда (Квазиклассика)

Константа Клитцинга Ω= ...8128.252e
h

Зоммерфельд (квазиклассика, Ферми-Дирак статистика)
В его модели исправлены неточности модели Друде
Однако,
 не видно различие между транспортом в изоляторе и металле, 
 не видно роли когерентности электронных волн,
 нет места для баллистического транспорта заряда,
 игнорируются взаимодействия между электронами
 Последнее исправлено в теории Ферми-жидкости Ландау
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Коэффициент диффузии зависит от размерности системы d

В статфизике, коэффициент диффузии описывает как 
изменяется скорость индивидуального электрона до и после 
рассеяния. Более точно это дается коррелятором скорости 
(формула Кубо):

Здесь ⟨...⟩ означает усреднение по всем возможным направлениям 
в  пространстве скоростей (или импульсов), которые может иметь 
начальная скорость v(0), а индекс x означает направление 
приложенного электрического поля Ex.

Поговорим немного о коэффициенте диффузии

Квантовый транспорт заряда

17



Вычислим коэффициент диффузии для одномерной системы d = 1. 
Предположим Друдевский механизм рассеяния, т.е. полную потерю 
памяти после каждого акта рассеяния. Тогда

В первом интеграле для коротких времен t < τ скорости v(t) и  v(0) 
коррелированы, т.е. произведение vx(t)vx(0) ≈ (v(0))2.  Для 2го интеграла 
произведение будет случайным и обратится в ноль после усреднения. Для 1d-
пространства есть только два направления скорости +x и −x, поэтому (vx(0))2

= v2
F и из формулы Кубо получаем подтверждение нашего результата

Вспомним законы Фика для диффузии

1й закон:

J - диффузионный поток (количество массы переносимой в единицу времени 
через единицу площади), ϕ – концентрация (напр, количество вещества в 
единице объема) x - положение в пространстве. 18



При d = 2, 3 надо записать

Градиент концентрации – движущая сила для диффузии.

Запишем баланс массы: согласно ему а также согласно здравому смыслу 
изменение концентрации в данной точке должно быть равно разности 
потока втекающих и вытекающих частиц. Применим также 1й закон Фика  
и получим

Физиолог Adolf Fick установил эти законы экспериментально, в 1855г. 
измеряя диффузию в водных растворах соли):
Предположим, что D постоянен и не зависит от координаты, тогда 
получаем

2й закон Фика для случая d = 2, 3 :

19



Запишем 2й закон Фика в наших обозначениях для 2D системы электронов:

Решение этого уравнения в цилиндрических координатах:

Отсюда можно вычислить среднее расстояние, на которое ансамбль 
частиц уйдет за время t от начала координат:

Этот результат означает, что в диффузионном режиме среднее смещение 
растет как корень из времени.

Отсюда автоматически следует, например, что длина сбоя фазы и время 
сбоя фазы в диффузионном режиме связаны соотношением

То же самое соотношение связывает неупругую длину li с неупругим τi.

Зад.: вывести !

Зад.: проверить !
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Диффузионное движение 
классической частицы в 
пространстве в зависимости от 
времени. 
(а) расширение области в 
реальном пространстве 
показывает как плотно 
упакованное распределение 
частиц в момент t = 0 в точке 
r = 0 расширяется со временем. 
(b) Гауссова форма плотности 
вероятности n(r, t) обнаружить 
частицу в точке r во время t.

NB
Вы не заметили, что мы как-то мимоходом, не обсуждая того, перешли от 
числа электронов (т.е. объема Ферми сферы) к плотности состояний на 
поверхности Ферми. Это соотношение есть теорема Латинжера.  Для 
невзаимодействующей системы она тривиально получается из принципа 
Паули, но важно что она остается справедливой даже в случае 
взаимодействующей системы.
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Квантовый диффузионный транспорт. 
Слабая локализация

Рассмотрим случай λF , le ≪ L, lφ
Упругое и неупругое рассеяние

До сих пор мы предполагали, что каждый акт рассеяния полностью 
стирает информацию о предыдущей величине и направлении скорости 
электрона. 
Это означает, что мы пренебрегли корреляцией фазы волновой функции. 
Если фаза хотя бы частично сохраняется при рассеянии, то это повлияет 
на проводимость связанную нами посредством Эйнштеновского 
соотношения с коэффициентом диффузии. 
Действительно, сохранение фазы в процессе рассеяния вносит 
корреляцию между скоростями на временах, больших чем время упругого 
рассеяния τe.

Обозначим τφ - время фазовой когерентности, т.е. время на 
котором спадает корреляция

22
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Электронные волны, распространяются в
неупорядоченной среде с упругими 
рассеивателями. Ψ-функция одного электрона из 
точки O разлагается в ряд частных волн ψj , 
каждая из которых следует по вполне 
определенному пути pj и приходит в конечную 
точку R с коэффициентом прохождения tj .

Электронная волна исходит из точки O. 
Выделим два класса траекторий. В первом 
классе конечная точка выбрана случайно, 
например, 7. Амплитуда волны в точке 7 
сложится из волн прошедших по путям 0-1->7, 0-
4-2->7, 0-5-4-3-2->7 и т.д.

В пределе j → ∞ мы получаем классический результат - сумма вероятностей 
распространения по всем путям.  

∑ ∑==Ψ
j

j
j

jj t )cos()7( ϕψ
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А что будет, если начальная и конечная точки 
выбраны не случайно? Пусть начальная и 
конечная точки совпадают в точке O. Какова 
вероятность возвращения в ту же точку из 
которой вышел электрон?  
Это например траектории 0-1-7-6-0 или 0-5-4-0. 
Если различные пути выбраны случайно, то 
набеги фаз случайны и при усреднении мы 
ничего нового не получим. 

Но есть пути, которые удовлетворяют соображению инверсии времени. 
Это, например траектории 0-1-2-3-4-5-0 и 0-5-4-3-2-1-0.

Симметрия обращения времени означает, что фазы, набираемые на каждой 
траектории из такой пары равны друг другу. Обозначим (+) и (-) 
коэффициенты прохождения и набеги фазы для путей распространения по 
часовой стрелке и против. Тогда вероятность возвращения в точку 0 по 
одному из путей j

поскольку tj+ = tj− и набеги фаз равны. Суммируя по всем парам путей 
взаимно-обращенных по времени, получаем вероятность возврата в 
исходную точку
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Двойка возникла из-за того, что одну и ту же траекторию мы посчитали 
дважды. Второй коэффициент 2 означает симметрию двух путей взаимно-
обращенных по  t.
Осмыслим результат: фазокогерентное сложение взаимно-обращенных по 
времени траекторий приводит к увеличению вероятности вернуться назад. 
Это часто называют “когерентное рассеяние назад”. Этот результат 
является основой слабой локализации (WL).

Этот диапазон площадей будет определять 
диапазон магнитных полей, которые 
(вследствие нарушения симметрии 
обращения времени) подавляют слабую 
локализацию и восстанавливают Друдевское 
классическое значение проводимости.

В реальной ситуации, траектории распространения электронных волн могут 
содержать петли самопересечения. Минимально возможная площадь таких 
петель ∼ l2, а максимально возможная площадь - ∼ l2

φ .

25



ДЗ: найти диапазон углов, в котором происходит когерентное 
рассеяние назад 

26
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Влияние слабой локализации на проводимость

Для простоты, рассмотрим 2d систему. Для этого мы начнем с  
Эйнштейновского выражения для диффузии. Вспомним диффузионное 
уравнение и его решение - распределение плотности частиц в момент 
времени t :

Смысл его - это вероятность нахождения частиц в точке r в момент  t ≫ τ . 

Среднее расстояние на которое ансамбль частиц уйдет за время t от начала 
координат есть l(t)=(Dt)1/2 . 

Отсюда объем, внутри которого может находиться электрон в момент 
времени t (из-за расплывания функции распределения) порядка 
l 2 ~(Dt)d/2 = Dt.

Некоторые из электронов, в результате когерентного отражения назад, могут 
вернуться в начало координат. Объем, из которого электрон за время dt может 
попасть в начало координат, порядка λFvFdt. 
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Отношение этих двух объемов определяет относительное число 
электронов, которые побывали в начале координат за время dt за 
счет когерентного рассеяния назад, причем минимальное время, за 
которое электрон может вернуться назад - это τ , а максимальное 
время - это время сбоя фазы τφ. В результате

поскольку D2d = v2
F τ/2. Абсолютное значение поправки к проводимости

Если 2d система является пленкой толщины b ≪ lφ, то

28

Квантовая проводимость меньше чем классическая!



Для 1d системы (проволока диаметром b ≪ lφ)

Все эти поправки отрицательные, они уменьшают проводимость. Видно, 
что слабая локализация дает максимальный эффект в 1d системе. При 
понижении температуры lφ растет как 1/T и поправки расходятся.

Q: Может ли проводимость быть ненулевой у двумерной системы 
при T=0? (существует ли двумерный металл ?

29

Q: Станет ли проводимость отрицательной в пределе T→ 0?



Для 1d системы (проволока диаметром b ≪ lφ)

Все эти поправки отрицательные, они уменьшают проводимость. Видно, 
что слабая локализация дает максимальный эффект в 1d системе. При 
понижении температуры lφ растет как 1/T и поправки расходятся.

A: Проводимость отрицательной не станет, поскольку наше диффузионное 
рассмотрение справедливо лишь для l ≫ λF . Когда из-за роста lφ при 
понижении температуры будет достигнут этот предел по длине пробега, то 
система перейдет в локализованное состояние, в котором проводимость при 
конечной температуре определяется другими физическими процессами –
термоактивацией и туннелированием, а не диффузией.

Для 3d системы эффект слабой локализации минимален
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Проводимость для структуры 
Si-МДП в диапазоне 
температур (0.3 − 7)K. 
V.M. Pudalov, G. Brunthaler, A. 
Prinz, and G.Bauer, Phys. Rev. B 
60 2154 (1999).

Видно, что T- зависимость проводимости логарифмическая и имеет 
правильный порядок ∼ e2/h. Проводимость должна изменяться на 
4.6e2/h при изменении температуры в 10 раз. В эксперименте, однако 
проводимость изменяется почти на порядок слабее, всего на 0.5e2/h 
при изменении температуры от 0.3 до 3К.
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Влияние перпендикулярного магнитного поля

2. Магнитное поле нарушает симметрию обращения времени. 
В магнитном поле  обход электрона по круговой орбите добавляет фазу.
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1. В отсутствии магнитного поля:
Дважды перестановка местами электронов ничего не 
изменяет.
Ψ(r,σ)=ϕ(σ)ψ(r)=Const. 
Одна перестановка фермионов изменяет знак Ψ(r,σ). 
При этом не меняется знак спиновой части ϕ(σ1)= ϕ(σ2). 
Поэтому для фермионов перестановка изменяет знак 
их координатной волновой функции ψ(r1)= -ψ(r2)
т.е. добавляет множитель  exp(iπ).

Эффект Ааронова-Бома



2D система в магнитном поле B⊥: эффект Ааронова-
Бома (Aharonov-Bohm)
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Электроны распространяются в области, в которой 
магнитное поле равно нулю, однако на них действует 
вектор потенциал поля.

Другой вывод выражения для эффекта AB
A)c/e(mvkp +== 

Изменение импульсы → изменение фазы, даже если H=0
Полное изменение фазы

Avd
c
emd φ∆+φ∆=


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

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1

Фазовый сдвиг, индуцируемый вектор-потенциалом
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Влияние перпендикулярного магнитного поля
В магнитном поле возникает разность фаз для сопряженных волн, 
распространяющихся вдоль замкнутой петлевой траектории по и против 
часовой стрелки. Для сопряженных волн dr = −dr и кинетический импульс 
p = −p.
Поскольку k = (1/ħ)p = (1/ħ)[mv − (e/c)A], находим

Интерференционная компонента от каждой траектории осциллирует с 
магнитным полем. Однако, магнитные потоки, которые пронизывают 
контуры, различны, так что интерференция случайна. В результате общий 
интерференционный вклад в проводимость будет уменьшаться с полем 
начиная с поля                                   и заканчивая полем
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Более подробные вычисления приводят к следующему выражению, 
известному как формула Хиками-Ларкина-Нагаоки:

где Ψ - Digamma функция от приложенного магнитного поля B, a = 
ħ/4eBD и D коэффициент диффузии. В этой формуле имеются два 
характерные значения поля –
(1) Bφ и 
(2) “транспортное поле” Btr = ħc/(4eDτ). 

Первое значение поля определяет диапазон почти квадратичного
изменения сопротивления – макушку кривой слабой локализации.
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Аппроксимация экспериментальных 
данных в этой области формулой 
HLN позволяет определить τφ. 
Второе, большее значение поля –
определяет поведение 
магнитосопротиления на крыльях. 
Аппроксимация поведения ρ(B⊥) в 
области крыльев, в принципе, 
позволяет определить значение τ , 
хотя,
на практике, это оказывается не 
просто.

Q: Как определить в 
эксперименте значения D и τ ?

G. Brunthaler, A. Prinz, G. Bauer, and V. M. 
Pudalov, Phys. Rev. Lett. 87, 096802 (2001)37



Аппроксимация экспериментальных 
данных в этой области формулой HLN 
позволяет определить τφ. Второе, 
большее значение поля – определяет 
поведение магнитосопротивления на 
крыльях. Аппроксимация поведения 
ρ(B⊥) в области крыльев, в принципе, 
позволяет определить значение τ , 
хотя, на практике, это не просто.

A: Из измерений эффекта Холла в 
слабом поле определяем 
концентрацию электронов n, из нее 
kF и vF , откуда D = (1/d)v2

F τ .
τ находим из T- зависимости 
сопротивления при низких 
температурах, в отсутствии фононов 
и в условиях вырожденной системы 
T ≪ TF .

G.Brunthaler, A.Prinz, G.Bauer, V.M. 
Pudalov, Phys.Rev.Lett. 87, 096802 
(2001) 38



Зависимость τφ от проводимости и от температуры  
вычисляется в микроскопической теории. Есть два механизма 
рассеяния:
(1) e-ph - доминирует при высоких T и дает   τϕ ∝ 1/T2

(2) e-e рассеяние в пределе малого переносимого импульса (низкие T) 
дает зависимость  τϕ ∝ 1/T

где g - безразмерная проводимость в единицах e2/h. Проблема, вроде 
бы, возникает при малых значениях g, поскольку ln(g/2) стремится к 
нулю когда g/2 приближается к 1.  На самом деле, это теоретическое 
описание справедливо только для g ≫ 1. 
Когда g становится порядка 1, отношение g/ ln(g/2) следует заменить 
членом порядка единицы.
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