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Нобелевское открытие 1982г.: 
Целочисленный квантовый эффект Холла 

В.М. Пудалов 

См. также  
http://sites.lebedev.ru/ru/sces/3176.html  

или как электроны объединяются с квантами 
потока 

(«Центр Гинзбурга», ФИАН) 
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Российские Нобелевские лауреаты 
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Российские Нобелевские лауреаты 
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Квантовый эффект Холла:       
целочисленный (1985) и дробный КЭХ (1998) 
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Квантовая физика электронов в твердом теле  
 

 Электрон – волна 

 Квантование магнитного потока 

 Спин электрона 
 Фермионы и бозоны 

 Как заполняются в зону фермионы и бозоны 

 Обменная энергия электронов 

 Дуальность зарядов и квантов потока: КЭХ 
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Как устроено 
твердое тело? 
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Свободные электроны 

Уровни энергии в  
изолированном атоме 

Потенциал решетки 
и уровни энергии 

Потенциал решетки 
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Частица        ⇔      Волна 

Квазичастицы ≈ “электроны” 
e, m*(E), k, E*(k) 

ikreru )(=Ψ

ikre=Ψ

p = ħk 

Свободные электроны 

Почти свободные электроны 

k
πλ 2

=

9 

m
pE
2

2

=



2 

skip 

10 



E 

0 
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Уровни 
Ландау 



p = ħl      - орбитальный (мех.) момент кол-ва движения,  
M= lµ

B
   - орбитальный магнитный момент,  

где          µ
B
=eħ/2mc  

 
George Uhlenbeck, Samuel Goudsmit (1925)  ввели "спин" 
электрона для объяснения спектроскопических данных  

  

 ħσ    -  собственный момент количества движения (спин), 
 σ    -  целое или полуцелое число (спин) 

 
 M = gσ µ

B
         (g = 2 для свободного электрона) 

Спин и магнитный момент частицы 

20| | 10
2B
e
mc

µ −= ≈


эрг/Гс 
Важно: в  классич. физике нет 
спинового магнитного момента: 
µ

B
→ 0  при  ħ → 0 
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Тождественность частиц.  Перестановки 
Все частицы одного типа эквивалентны, т.е. неразличимы.  
При их перестановке не происходит существенных изменений 
волновой функции. 
 
Система из двух частиц:    ψ(ξ1, ξ2) 
При перестановке   1  ↔  2,           ψ  может измениться 
только на несущественный фазовый множитель   

ψ(ξ1, ξ2) = eiα ψ(ξ2, ξ1)       (α - вещественна) 

Повторим перестановку и вернемся к исходной системе:  
  e2iα = 1;    eeiα = ± 1 
т.о.    ψ(ξ1, ξ2) = ± ψ(ξ2, ξ1) 

Две возможности для ψ:   cимметричная (антисимметричная) 
Перестановка 2х частиц есть инверсия  x → -x 
Волновые функции всех состояний одной и той же системы 
должны иметь одинаковую симметрию. 13 



Фермионы и Бозоны 

Легко обобщить на системы из N частиц.  
 
Поскольку частицы неразличимы, то любая их пара эквивалентна 
другой паре. Если одна пара описывается симметричной 
функцией, то и вся система тоже. 

Важно:  
Волновые  функции всей системы из N частиц либо меняют знак 
при перестановке любой пары, либо не меняют. 
 

Симметричные по перестановке -  статистика Бозе 
Антисимметричные   -  статистика Ферми-Дирака 

Больцмановская статистика восстанавливается при T → ∞. 
14 



Обмен. Заполнение состояний   
(принцип Паули) 

Тип статистики зависит от спина: 
Частицы с полуцелым спином - фермионы (e, p, n), 
     с целым спином      - бозоны. 

Сложные  частицы (атом из нескольких ядер) ? 
Важна четность числа входяших в состав фермионов   (Si29). 
Перестановка двух сложных частиц  ≡ перестановке N пар  
фермионов. 
Поэтому:     
четное числа фермионов (4He, 28Si)  - статистика Бозе  
нечетное число фермионов (3He, 29Si)  - Ферми 

Принцип Паули для фермионов  (Pauli 1925) 
В системе одинаковых фермионов не могут одновременно 
находиться в одном и том же состоянии две или более 
частицы.  15 



Физ. основа принципа Паули:  Обменная энергия 
Рассмотрим систему из 2х фермионов: 

ψ(ξ1,ξ2) = χ(σ1,σ2) ϕ(r1,r2)  
где ψ - антисимметрична: 

 ϕ  - симметрична,  χ - анти    ↑↓ 
 ϕ  - антиcимметрична,  χ -  симметрична  ↑↑  

Два возможных решения. Два уровня энергии: E = C ± J, где 

1 1 2 2 2 2 1 1 21
( ) *( ) ( ) *( )J U r r r r dV dVϕ ϕ ϕ ϕ= ∫∫

определяется перекрытием ψ функций. 
Энергия состояния  ↓↑  ниже.  
Для перехода в состояние  ↑↑ требуется  
затратить энергию.  
Это физ. смысл принципа Паули. 

Это результат для электронного “газа” (слабое e-e 
взаимодействие).  В e-жидкости знак J м.б. другим. 16 



Статистика: вероятность заполнения квантованных 
уровней энергии  

фермионы 

бозоны 

                                                                    
   
 
 1 

0 

0 
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Статистика: вероятность заполнения квантованных 
уровней энергии  

фермионы 

бозоны 

                                                                    
   
 
 1 

0 

0 
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Статистика: вероятность заполнения квантованных 
уровней энергии  

фермионы 

бозоны 

                                                                    
   
 
 1 

0 

0 
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Статистика: вероятность заполнения квантованных 
уровней энергии  

фермионы 

бозоны 

                                                                    
   
 
 1 

0 

0 
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Квантование магнитного потока в сверхпроводниках 

1. Сверхпроводник 1го рода:  
Магнитное поле выталкивается наружу (эффект Мейсснера) 
при H < Hc 

Φ=0 Сверхпроводник 2го рода  (Hc1<H < Hc2): 
Магнитное поле проникает внутрь в виде 
вихрей. Вихрь несет 1 квант потока Φ0= hc/2e= 
=210-7Гс см2 

Φ = n Φ0 

Теоретическое предсказание вихрей  
в сверхпроводниках 2го рода: 
А.А. Абрикосов (1952) 
 
Экспериментальное обнаружение квантования потока: 
R. Doll, M. Näbauer (1961) 
B.S. Deaver, W.M. Fairbank (1961) 21 

H 



Магнитное поле B  и вектор потенциал A.  
Что действует на электроны в магнитном поле?  

e
hc

=Φ0

AAB ×∇== rot

Вектор-потенциал и магнитный поток. По теореме Стокса 

∫ ⋅=
L

dlAФ

Обобщённый импульс.  

При движении частицы в электромагнитном поле полный импульс 
 
                                                  ,  где 
   2

21
0

c
v

mvp
−

=ApP
c
e

+= 0
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Что такое ротор  (rot F= curl F=∇×F) 

Если v(x,y,z) – скорость,  то 
rot v -  это вектор, пропорциональный вектору угловой скорости 

y
F

x
F

x
F

z
F

z
F

y
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xy
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yz
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Магнитное поле B и вектор потенциал A.  
Что действует на электроны?  

Эффект Аронова-Бома (Aharonov-Bohm) 

)r()]r(iexp[)r( iii
0ψθ−=ψ

Для волны распространяющейся по пути i 

∫Φ
π

=θ
D

S
ii Adr)r(

0

2
e

hc
=Φ0

]]cos[1[2

2

21
20

1

21
2

2
2

1
2

21

θ−θ+ξ+ψ

≈ψψ+ψ+ψ=ψ+ψ

)D(|)D(|
)D()D(Re|)D(||)D(||)D()D(|

E

*

∫∫ ∫ Φ
Φ

=
Φ

=



 −

Φ
=−

00
21

0
21 2rotA22 πππθθ dsAdrAdr

D

S

D

S

Ψi
0(r) – волн. функция в отсутствие A 
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H 

V
xy

 Vxy=Rxy Jx 

Rxy= H/nec 
h/4e2 

h/3e2 

h/6e2 

в 2D  системе   ρxy ≡ Rxy ρxy = Rxy[Ly/(LyLz)] 

H 

Классический эффект Холла  (Edwin Hall, 1879).  3D 
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H 

V
xy

 Vxy=Rxy Jx 

Rxy= H/nec h/4e2 

h/3e2 

h/6e2 

ρxy ≡ Rxy ρxy = Rxy[Ly/(LyLz)] 

H 

Квантовый эффект Холла  (K.von Klitzing, 1982).  2D 
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Как приготовить 2D электронную систему 

Кремниевая МДП структура 
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В эксперименте можно изменять  
n (при постоянном H) 

или H (при постоянном n) 
Важно лишь отношение  ν = n/nH   - “заполнение уровней Ландау” 

nec
H

xy =ρ
U

x y
  (

m
V)

 

U
x x

  (
m

V)
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В эксперименте можно изменять  
n (при постоянном H) 

или H (при постоянном n) 
Важно лишь отношение  ν = n/nH   - “заполнение уровней Ландау” 

nec
H

xy =ρ
U

x y
  (

m
V)

 

U
x x

  (
m

V)
 S. Kawaji, 1982 
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2D электроны в сильном магнитном поле 

0
H

He
hc

n Φ
= =
Φ

Hz 
x 

y 
2aH  

EN = hωc(N+1/2)   энергия N-го уровня Ландау 

Количество мест для фермионов 
на каждом уровне Ландау 

E 
0   ½hωc  3/2hωc   5/2hωc  

EF 
n 

При H → ∞  орбита 
стягивается в точку !  

eH
caH


=

2

1

Haπ
=

30 

Ψ-функция в симметричной 
калибровке вектор-потенциала 



2D электроны в сильном магнитном поле 

0
H

He
hc

n Φ
= =
Φ

2
H

xy
H H h

ec ec ein in
ρ = = =

Hz 
x 

y 
2aH 

EN = hωc(N+1/2)   энергия N-го уровня Ландау 

Количество мест для фермионов 
на каждом уровне Ландау 

Каждый электрон связан с квантом потока → заполнен  1 уровень.  
Если полностью заполнены ровно i уровней   n =i nH ,  то 

Типичные условия  
H =105Э,  aH=80A 
nH=2.4·1011см-2 

2

1

Haπ
=
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Диагональная компонента ρxx в режиме КЭХ 

ρxx   падает на ~10 порядков 

jx 
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Диагональная компонента ρxx в режиме КЭХ 

Образец в режиме КЭХ -  есть одновременно 
идеальный металл и изолятор ! 

∑=
k

kiki jE ρ ∑=
k

kiki Ej σ

1−= ikik ρσ

22
xyxx

xx
xx ρρ

ρσ
+

=Поскольку  ρxx << ρxx, 
то   σ xx→0 и  ρxx→0  одновременно! 

jx 

Ток течет вдоль эквипотенциалей, а не вдоль поля, 
E⋅j = 0.   E= Ey ⊥ j 33 



Холловская компонента ρxy в режиме КЭХ 

∑=
k

kiki jE ρ ∑=
k

kiki Ej σ

1−= ikik ρσ

22
xyxx

xy
xy ρρ

ρ
σ

+
=

Так как  ρxx << ρxy, то   σxy→1/ρxy + o([ρxx/ρxy]2) 
 

Важно: ρxx и σxy не зависят от размеров образца в 2D ! 

jx 
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 Почему  в КЭХ возникают протяженные плато ρxy  
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Беспорядок. Роль τ 

v
τ
mEe

c
evm −−×−= Hv

Ур-е движения в 
классической модели с 
трением 
 
Имеет решение 

2)(1 τω
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c

D
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= 2)(1 τω

τσωσ
c

Dc
xy +

−
= ,

mc
eH

c =ω
m

ne
D

τσ
2

=

В слабом поле   ωcτ <<1,    σxx ≈ σD → ∞  при τ → ∞ 
 
В сильном поле  ωcτ >> 1,   σxx ≈ σD/(ωcτ )2→ 0    при  τ → ∞ 
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 Почему  в КЭХ возникают протяженные плато ρxy  









−+

=
1

1
)(1

/
2

2

τω
τω

τω
τσ

c

c

c
ij

mne

Беспорядок. Роль τ 
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Ур-е движения в 
классической модели с 
трением 
 
Имеет решение 
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H
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+

−
= 22 σσ

σ
ρ

Т.о.,  ρxx на зависит от поля, 

ρxy   не зависит от трения, τ  ! 

36 



Плавный беспорядок и КЭХ  

E 

x 

Нет беспорядка 
H = 0        H ≠ 0  

EF 

E 

Плавный беспорядок, L > aH 
H = 0        H ≠ 0  

x x x 

E 
EF 

E 

D 

2 
1 
0 

n = 
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Плавный беспорядок и КЭХ  

D(E) 

ρxx 

ρxy 

H 

H 38 



Квантование магнитного потока.  
Электроны в металле 
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Электроны (фермионы) + вихри (бозоны) 

Плоские волны электронов 
(однородное озеро электронов) + 
однородное магнитное поле 

Ультраквантовый предел –  
электроны снова точки 

 Магнитное поле родило водовороты 
(вихри) в однородном электронном 
озере.  
Каждый вихрь несет квант потока 

Внутри вихря плотность заряда падает до 0, а поток достигает Ф0  
На границе вихря плотность заряда восстанавливается до  ne 
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Мысленный эксперимент (R.Laughlin):  
связь электронов и квантов потока 

Изменим магнитный поток  Φ на  δΦ  
 
 
 Φ∂

∂
= TEcI TEcI δδ =Φ

В режиме КЭХ ρxx = 0, диссипации нет, 
поэтому единственная причина изменения 
энергии - это перенос заряда в Холловском 
поле с одного берега на другой:  

)( HT qVE δδ =

VH =Const                                              HT qVE δδ =
Энергия 
изменяется за счет 
переноса заряда в 
Холловском поле ! Пусть δΦ=Φ0 = hc/e 

Тогда    e
h
e

ce
hc

V
Eq
H

T =













==

2δδ
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Точность воспроизведения квантованного 
значения RH 
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Дрейф традиционных эталонов Ома 

Постулировано МКМВ в 1987г: 
 
1Ом =1/25812806  часть h/e2 

43 

Год 
 
 



Постулировано МКМВ в 1987г: 
 
1Ом =1/25812806  часть h/e2 

Дрейф традиционных эталонов Ома 
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Год 
 
 



Аномальный  
магнитный  
момент мюона 
(g-2)=0.0023318404 

с 
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Откуда известно отношение h/e2 
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Edge states in quantum Hall effect  
(by Bertrand Halperin)   
https://www.youtube.com/watch? 
v=rQs12c-SieE&feature=youtu.be 
  
 
Quantum Hall effect intro (by Ady Stern)  
https://www.youtube.com/watch?v=QC3tQT7MD00  
 
Quantum Hall effect summary (by Ady Stern)  
https://www.youtube.com/watch?v=2u8_2isyi7o  
 
Lecture by A. Leggett: https://uwaterloo.ca/institute-for-quantum-
computing/sites/ca.institute-for-quantum-computing/files/uploads/files/lecture-
7.pdf  

Полезые ссылки на web 

46 
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С. Гирвин . Квантовый эффект Холла. Москва-Ижевск,2003 

Квантовый эффект Холла, под ред. Р. Пренджа и С.Гирвина, М., 
Мир, 1989. 

M. Janssen, et al. Introduction to the Theory of the Integer Quantum 
Hall Effect, Ed. J.Haidu,(VSH, Köln 1994). 

Quantum Transport in Semiconductor Nanosystems, C.W.J. 
Beenakker and H. van Houten, in Solid State Physics, ed. 
H.Ehrenreich & D. Turnbull, Vol.144 (Academic Press, 1991). 

Й. Имри, Введение в мезоскопическую физику, М. Физматлит, 
2002. 
 
 
 

Книги для более глубокого изучения 
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Summary 

Так теоретики видят КЭХ 

ν = n/nH - 
коэффициент 
заполнения LL 

R
xy

 (h
/e

2 )
 

“Грандиозное объединение” концепций:  
локализация на беспорядке,  
квантовые одномерные каналы,  
уровни Ландау,  
фаза Берри, квантовый инвариант,  
согласованность квантовой электродинамики 
и квантовой механики,.… 
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Summary 

А так экспериментаторы видят КЭХ 
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Спасибо за внимание! 
 

Добро пожаловать в  
Центр им. В.Л. Гинзбурга ФИАН ! 
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